
f
E > G/

7

# *
F

YG/H

(6 ,
x) 1

7
> (6#) si (x , y) + 6 + 6

-

f(x + y) = f(x) # f(y)

Thereme [Cayley]

GuT < 56
T

groupe
Pour
g Fixé dans G

,

> G bijectoiYg : G
1 s gu

mais (Yo n'est pas un morphisme de groupes Ca

Yg(a) = g)



4 : G · Do un morphisme de on

j1 groupes

En effet ,
free G

,

⑧ Y (gg')(n) = Ygg ,
() = (gg(n = g(y'n)

= Yg (Yg . (e)
= YgoYo , (n)

=> 419g) = Yoo Ygi
· Y of injective : sige Ker = > Y = id Vues

Yg(x) = gx
= x ; en prenant e = v

= g = 12 -

=> Y est un morphisme de G sur con image Im (4),

qui est un sous-groupe de Jo



Théorime 9 Gritère du produit direct)

6 - G, X G
, Es He , He </

1. H
,

= G
,
et He Gr

2 . hc H
, ethe Hey the = hahr

3. H
,

& Hz = 5124

4. G = Hita = Shihe/hH -,
he Hah

Def : si G/H of fini =>

10/H) = TG : H]
& l'indice de H

dans G
.

Definition :

Ha = Sahr /he HY



Prop : I < G

= Fxc6
,

cla
=H>

2 .

Vue G
,
ala's It <

3. freeG
,

al = He

Prop :

5 [0 : H] = 2 => HG

5 [G : H] = 2 on a :

G
= I is slt

t
VmE G

#

H

De même :

G =

HisHe
= xH = Hx

.
L'aute 1gH =

H
= H1

=> H6
.



Prop :

sit G ,
F

, G
4 t

groupe groupe

=. si G' => f"(H') G . En particulier
Korf E

2 .
si HaG et sif +> => f(t) <G

soit I'46: 7 "(H') < G.

f" (H) + G %

soit xe G
,

on vent

27
-

(It a

"

2 f" (Ht') ·
soit yef"CH') .

Il faut monter que synef"(1)
ie fluys) + I'

·
Or

,
Comme o +>

=>> finyul) = F(u) f(y)f(x)"e H

[
e H G

↓

f(m)f(y) f(u)" - It => F (H) + G



soit HG et suffocons que f >3.

f(t) -6 -

f(H) 69
soit

y e
G

·
On vent ufiltices F(H).

Comme & > s
,

5 m = G /f(x) = y.
=> f(x)) = f(x) = y
soit zeH = y f(z) y = F(x)ef((t)

j j
-HG

F 13

↓

f(H) + 6 '

Groupe quotient.

G I
> >6/H : curjection

21 saH Canonique



Remarque :

si H < Gabeliem

↓

# pG

Theoreme/factorisation (

KefsHDG ,
FFor a

7

I D
V

v 15!7
G/It

Théorems (isomorphisme =For

KefHDG ,
7

, 8

7

I

V-1
1 G/It

1. E 1=373

2. I <> < > H = Kerf .
En parti : G/erf-Imf



III
.

G est dit simple s'il n'a pas de sous-groupe
normal non trivial in distinct de Sich et G

Exemple :

/G) = p = 2 G et imple
j I

premier
groupe

Sous-groupes d'un groupe quotient.

Theorime : It G .

G
- >6/H .

=> 4 : Sy = 6/1ay] 39w = G/H 4

Y 1 > T/Y1

est une bijection

Exemple : Les sous-groupes d 12/0Th ,
+ ) sont :

E18Th
,
27/8Th

,
47/872 , P10Th(= 503].



Prop : soit H G

soit H ck < G

↓

k/H + G/HE > 44G

Produit semi-direct.

Théorème (produit direct) :

soit H
., Ha < G /

1. H, G et Ha G

2 . HynHa = 3102

3. G
=

H
.
He

I

G H
,

* He



Théoreme (produit semi-direct) .

H
., HasG/

1

. H, G

2 Halte = 2184

3. G = H
: Ha

↓

G =
H, Ha

Prop : soit G = H , Ha

4 ↑

< G < G

Notons G'
=

H
,

x He

Il est muni de la boi interne suivante :

(h ,
ha) * (hi , his = ChGzhit , hch)

=> (G', +) of un groupe. 6 = G.

G G

(h , ha) -> fine





Sous-groupes distingues.

Prop : HaG
,
les énoncéssuivants ont tous équivalente :

1. gH = HgXgG ;

c . gH' = HXgeG ;

3. gitgcH geG .

Pru : 1 =2 : (gH(g = (Hg)g" = Hug + 6

2 => 3 : Clair

3 = : gH = (gHg (gcHg
Hg = g(g

-

Hg)cgH +
g Gy

Définition : It <G est distingué si

gHg'cH V ge
G. Dans a cas,

On ecuit HIG

Non-exemple : < $ > n'est pas distingué dans Dm
,

Car

*m(s) = 34[,
5) , (R , RS) , ..., 3R" ,

R* 7
11

Il

< S) R(S) Ant ,"

< S <
45

= 341 ,
53

, 3 ,
R* 1 ...., GR , R54}



11 11

< 5) < S) R p

Lemme : F : G - > G'morphine de groupes
= Kerf G

Preuve : Ve Kerf , ge G

f(gug") = F(8) f(u) +(8)" = f(g) f(g)" =e

= gage Kerf i

Exemple : 1 .
G abélien => tout sous-groupe de G

est distingué
2. SLn(K) GLn(k] car

& A GLn()/deta = 14

Il

Ker det

avec det : GLu(K) > 1KY
.

3. [G : H] = 2 = s H G

En effet 16/H) = 1 HG) = 2 .

et el
= He

=> G = 3H ,
G - Hy = 16 .



4 . Son : On Mc = 37 , -13.

C = Ker Sng groupe alterné.

=> etn 4m .

But : munir / d'une structure "naturelle" de groupe

quand H G .

~

Idée : Vx
, yG telle

que

xHyH = ayH * T G -> /H

Mais alt = ahH -hcHt morphine de
groupe.

yH = ykH + kH

Lemme : Si I G alors

nyH = xhyk (t + x
,y

G
,

h
,
ke H

Preuve : H 4G =>

whykH = xy(yzy(kH
= ayti

②H H

car y"ty H

Théoreine : HE

=. G/H est un groupe avec Popération def , par (* )
,

avac



el comme élemo neute et (H)" = cH x = G .

2 . iT : G
> G/H morphine de groupes unjectif,

x 1 > H

Ker i = It

* merjectif -

Théorie : F : G > G "morphisme de groupes
=> I:Kerry

> inf isomorphisme .

Preve : K = Kerf ,
H = imf

I: #
2k 1 > f(x) ·

diagramme .

G 776
π ↳- injectif -

V We

G
-

> H
-

Remonque : GEX
,

K46

Si k . u = x +k k
,

ne=

alors K < Kery pour : G sz
-

=> : 6/k >X definit une action

/ . on gK . u +

gox XqG ,
ne



Exemple : 14 * In = 3 >In / dElk" > < GLu(K)

Il

z [G(n(1k)]

PGLn((k) : = Glu(1)
1* In groupe projectif général

linéaire

1K"In USLn(K) 4 Slu/Ik) ·

II

z[SLn(k)]

PSLn(() : = S(n(1) (
InS\u1)

groupe projectif

général linéaire.

Preuve do theoreme

k = Kerf ,
H = im

f(x) = e Fk = k => E constante sur les orbite

de Paction par translation a droite K sur G

=>E : G/K >
H bien définie

8k1 > f(g)

· =(gk 2k) = F(ghk) = f(gh) = f(g)f(2)



= F(8k)F(2k) .

=> I homomorphisme .

· ker] = 3gk/f(8) = ey = 3ek)

=> I injectif
· im imf = H

Il Il

97(gk)(gk+ ) = 37(8)/g = 6)

V

I surjectif
is

Exemple : (1) En/du M
e

Car

en = Ker Son
avec son : En >Me

Ma = im sgn

(ii) GLn(K)/SLu) = IK*. car

SLn((k) = 1er det
avec det : Glu(K] > 1

*

IK"
= im det



R =-
civil det : On -> 12 maphisme de groupes

sujectif de
noyau

R = <r) = Tuyy EMa .

(in) S = 3ze"/(z) = 14 .

-n :S S

z1z

Ker(- ) = Un

im)-) =
S

=> Syn S

Théoreme : 46
,

i : G > = G/k
projection Canonique . (K = Ker P)

(i) H G => (H) < E of isomorph a H/(HnK)
HG = s π(H)J

(ii) F < E Es #" /F) < G et le seal K < # < G



Elque iT (H) = F
.

i + E = π " (π)G

siii) L'ensemble des sous-groupes de G contenants K et en

bijection avec l'ensemble des sous-groupes de
E

.

(H(kH()) >3/ )
H,H)

Remarque : (iii) Conséquence directe de sil et (ii)

Preuve : (i) H/ker(H)
= im (H)

ker(H) = Hak
, im(i) = +(t)

si H + G
, +je , π(h) π(t)

soit
g

= G tel que (g) =

=> gich)g" =(g) +(2) iT(g)" = P(g2g) = π(H)

(ii) Soit K < 1 < G :TCH) = F

· he H
= ) π(h)eπ

=> he π"(F)

=> H <
"

(F) .



Un groupe Contenu dans un aute groupe et un sous-groupe.

· gen"(F) = 72e H : (j) = (2)

=> gh" e Keri = K

= 3 g = gh
-
he H

=>
"

(#) < H

siF = fgeG ,
heπ - (F) .

iT(ghg') + π(g)π(2)iT(y)eπ

=> phg'e IT" (F) i .



EXO1i E
groupe .

6 [() /ab , abe El
G = kxH ?

PrendredA l
->

KG :

· id e K ok

I·/=d (* # 1

8

· (= (8

#Gi

soit
g

= (800) E fixte

Axe K



in =( ana :

gug = 1000 -
- donc K G

.

Praere alternative : K
= KuF

a f : G > H homomaphisme
g > h

Il
/
d

10000) 1010

Il por theorème d'icomorphisme.

E F
H

T

V 5 ! F
6/k -I K

7" = i can (0) a (



Exo2 : < 0
1 > :Rix" >

i) - A - On
,

fr
, y + R

CAs , Ays = < x , > 7 vy

2) cAy =
xy Xx , y

E) AA
= Id

Es AT = A

=s data=A

( det(a)) = =

< (olet(A))" = 1

((ATA)ij = cTAAej = et ej = Sij)

ii) Montions
que

On
= Son XH .

avec H = &(0) de 3
12

Mz

·
On a bien :

80n On con

por At SOn ef Be On



On a det (BAB")
Il

·et (B) def(A) def (B)

Il

1

done BAB" e 80n

· On a HRSUn = Il Ca

↳ cels matrice de det = 1 dans H est Id

· I < En -K

# In T
7 Po/sp proj cano

Mp : il est un iso

= (H) =2)0 so onLe
et

det : O sM2

17 t

Et



Ker (detof) = Son

deff rujective ,
In Jotof) =

11

doncOn = KXH = Son XIt

12

Mz

iii) On dat es
7

i 7

H

s [A] I
-

O
180m

Il f

IT
/ isométrique s dat

/
iso

[1] = =
.

jin ... ) =-

Ae On

(1)" = ()

A = A( ..%(j... )



Ac On /Son

A s'ia't Comme le produit

A

=
80n x H f

> On

(A
,
h) 1>

Ah

f)(A , 2)(A) , h)) = f(AA' , ht')
Il

AAhh

F(A . 2) f(A'21)
"T

mouche par

On convidée si n impaire

H ' = G In
1

- In ?

HMSOn = &In 3

En génial c'est faux , det)-In) = 2-1)



donc H'ASOn = 9 In] asi a imponi

4 = Son

->
KH' = On

Con A On
,
dat(A) = +

= A = AFI

out (A) = - 1

->
A = (A) - In

*
k - H

-> On = Son XII

Mais

H c z (On)

↓

H' On

-> Ah =
hA , heH"

,
Ac K

↓

On- KX HI



Exo 3
.

6 = kx H

[ &

1k / 1HI
in
W

/ "P
>

m

p I
premier

↓
G = kx up

KIG

s H4G = G = kXH

(H) =p

161 = (kXH) = 1k(1H) = up
a nap ,

on a : nap = =

= I est un p-sylow.

It distingue ES up = 1

"I est le real psyl
Tous les p-sylow sont Conjugues



si ge
G

,

gHgG

IgHgl = 1Ht)

Il

P

V

gHg p- sylow
=> pHj' = H

, XgeG .

=> H G

= HIG
.

De plus ,
tous les p-sylow sont

Conjugues.

= (p - cy)y = SH3 => up
=

Rmp : G = kxH = (0) = (k)(H)

[G = kxH =

en tant qu'ensemble : G = K : H et

KnH = Le 3 . IK .HI = III = Il



up /m et

up = = (modp) => up = pk + = ,
ke

si Ks
,

1 on a up > n donc upX n

Por suite K = 0

donc
up

= =

donc H distingué dans G

donc G - KXH

etwe
que p premie

On a

que
It I up

donc G = K + Up .



Exo5 :

G = kxH
,
H6

< L <G
,

H = G.

->
G

=
HxH

,
donc KPH = Le 3

Donc Kn(Hn() = 2e2

-> KIG et LCG
,

donc Ka L

-> KcL et HALcL
,
donc

k . (HnL)cL

& soit be L
.
Le G

,
donc 7kcK

,
hel

↳ l = Kh ·
On a donc h = k-l

Comme K >6 et L est un groupe ,
he h

donc le L
,

7 kck
,

he HAL
,
1= h

donc La K : /HnL)

doncL = k x (HnL) .



Exo6 . G

&
Groupe
161 =

7a premier
premier

9 (modp)

paq

existence : d'après le theoreme de sylow , on a

bien pgcd(p ,q) = =
,

donc on a bien existence

dou moins un p-sylour et
un -sylow de G.

unicité : toyous par Le theoreme de Sylow

up/g et
up = = (modp)

=> up +G =
, 97

9 # 1 (modp) = up + q et up
= 1

.

rglp 1
ng

= 1 (modg)

p(q => p 1 (mody) =>

ng = 1 Car pas premier

Ho

G = PxPq



G cychism : Gu Pp x Po
12

MpXuq
12

/pThxTh/gTh

M

Th / pg Th

7) existe
repe Pp/Ord(p) = P

(de même il existe uqePq/ord(mq) = a)

Exemple : Groupe non abélim .

8
.

e



Ex07 : G = MqXyUp (q = 1 (modp))

(ii)np = Sylg(6)/ 161 = pa

ng/p 1 p =r (moda)

Il

npe97 , p ?

Mais q = 1(modp) => p > a

H

no + p

ma = =

24

Donc on a un unique p-sylow &,

qui et distingué.

Soit I un p-sylow de G

& P = Guy = 0 /u = Q
, yc 13

Q P = la Il
z

= "Pp

Donc G = Q + I
.



Mais P = Up et Q = Ma

et donc
G = Up Ny Up avec

Y : up > Aut (ug)

2 3

v V

I Q



Exos : G simple

(i) Kerf G =>

soit Kerf = Ses 1 => Finj)

soit Kerf = 6 (=> - trivial (

(ii) 63 =
327

n7/911ny = 1 (mod7)

↓ y
ny e[2 , 94 Il n'y a que

1 qui

satisfait ny = 1 = >

JPG : /P7) = 7

=> G n'est pas simple

(iii) 30 = 2 . 3 .

5

n/15 1 n = 1 (moda)

=>2
e 92 ,

3
,

5
, 153

13/10 1 n = 1 (mod3)

= n 97 , 109

n
+ 16 1 no = 1 (mod6)

=> n5 Gr , 64 ·



2 por l'absurde G stait simple ,
alors en port.

& await
ns = 10 et me = S

Donc dans G il
y
aurait 10 . 13-1) = 20

11

2

élém
.

d'ordre 3 et 6 . /5-1) = 24

Il

4

élém
.

d'ordre 5
,

mais 2 + 24730

74

liv) 36 = 2 . 3

n3141 nz = 1 (mods)

= nz = 91 , 49

5 pou Pabrude
us = 4

,
alors

2 : G &Syla(6) &

Mais 1541 = 24 < 36
.

Donc 1 = id grace au point (i) Can G est

simple par hypothèse .
Mais Paction trivial

n'est pas transitive.

3



Ex010 : a
,
beM

, p , a premiers

i) On suppose po <9

G. un groupe d'ade po gb

d'aprèsle theoreme de sylow on a :

np1gb a
up = - (modp)

Comme pa < &
alors p < p

Soit P un p-sylow de G
.

IP1 = pa

np(p = np
+ 24 , 9

+

/ < b3

Prisque up = 1 (modp) et

g = v (modp) on vent
que p/g"--

mais pag ,
done pag ,

done py q-

et donc a fortiori ne divice pas -1 k

Ainsi
,

le seel entir up qui satisfait est
up

=+

Donc
,
il existe un unique p-sylow , qui est

alos distingue,
done G n'est par simple

ii) On suffore que pay &b !



soit G un groupe d'ade po
Encore une fois ,

soit un p-sylow de G.

IP) = po ·

On soit
que

G agit par

Conjugaison sur l'ensemble des p-sylow .
Cette

action induit un morphine de groupes :

4 : G O

L'image de 4 est un sous-groupe de Sup
donc d'ade divisant

up ! /g !

donc kn y < G

si G est simple = >soit Kal = Gid 3

soit Kenny =
G

·
s'il et trivial =4 =>16) sup !

· mais 161 = paq et par hypothèse pot g !

don 161 + up
!

Donc Contradiction
,
donc Key 5e3 et + G

,

donc G n'est pas simple.



Exo 1 : I A un idéal

[
anneal

= Soient x
, yA/xyc I

#=

nelony I

A
i

< A/I projection Canonique
8L I sa + I

T(xy) = I

#(x)i(y) = I

↓ A/l integre

I (u) I on H (y) = I

doncxel on y I

: Soit x + 1
, y + I A( = /

(x + 1)(y + 1) = E

I

my +I = I

x + 1 = I

donc mye I = (y + 1 = 1a
par hyp

d'où l'intégrité



Remarque préliminair
Un anneau R est un Corps

#

ICR idial =s I = 50} on I = R

4) Pour tout v R203 ,
on a (n) + 20h

=> (n) = R = 3 1t(x) =37 y - R

xy = 1

2. I maximal <=) (JCA idéal
,

on a

Ic5 = j = 1aT = a)

A ↑ A/I

↑ projection canonique

I maximal 2) All corps

Es (5 c A/1 ideal
= > 5

= 203 on 5 = A(E)

()( (5) idéal => + (5) =
#"(204) ouTi=SA/E)

#) (JC A ideal to ICJ = > J = 1 a j = m)



EXO 2 : A +
7
B

↑
un morphisme d'anneaux.

1 .
Is Bip = 7 "(l) ip de A

soit n
, y

= A/xy = 7 (I) ·

xy
= F (l) (= > f(xy) + I

= F(a) fly) -I

in

I morphisme
E > f(x) e I on fly) el

ja
I ip de B

Es xef(1) on y +F" (I)

i 7 "(l) est un ideal

premier de A

20 I im de B => 7 (l) par force:
im de A.

Conte
- exemple :

A = x
,

B=

7 FQ

= = 201 c E maximal mais 50%CT

n'est pas maximal.



exo3 : Soit a = 19, ..., an) e 1x ... x 1
,

(X ,
- a

, .
. .

.,
Xn - an)ck[X,

. .

.,
Xn]

est maximal ?

Sp : k[X, . - -

,
Xn] > I

P(X , , ..., Xn) 1 > Pla ...., an)

But : On sait
que 22 est un morphisme d'anneaux

On reet monter
que imE

= et Kerde = I

ImEq = 1 : V be KcA
,
Ea(b) = be imse

& Kereg : En (Xi-ai)

= ai-ai = 0

=> Ii-ai Ker 20 ,
Vi

KerEgc] : Vi
,

Xi + 1 = ai + I

parce que Xi-ai e I

H

↓ PCA
,
P(X,,..., Xn) +

I

Il

P(a,..., an) + I



=> si Eq(P) = 0
,
alors

Pla, ..., an) = 0

et PlX , , ..., Xn) e I

Alors grâce ou théorème de
noyau

et image ,
on a que

Alker sa Im
Il

Il

A/I 1K corps

↓

I est maximal



Exo4 : (i) I + j = Gx +y(x + I
, y I]

ideal

I + J dos pon + : x
,
n' el

, y , yc -

(x + y) + (x + y) = (x + x) + (y +y)e I + J

can I
,

J clos par +

# + 5 absorbe : a A
,

nel
, ye]

a (n +y) = ax + ay
= I + J

can I
,

J absorbent

[ = I + oc I + 5 (0 J

5 = 0 + Jc I + 5 Can De I

=> I 15 c I + J

K - A idéal
,

I 65 ck = >

I + JcK

can 1 est un sous-groupe /additifs) de A

(ii) Mq IJ est un idéal

-
0 = x + 0

,
I

,
05 Ca

J idéal



-
soit z = rigi

t = iy;

2 +t= ig +ligie

soit =Exige
- z = (i) yi et

- rie I can I ideal

-zeIj

Soit =rigi et a

za= (dia) , ya

Can I ideal

=> tat Ij

· Mg IJ c In j

soit e [5
,

z = Kiji ,y

par l'absorption rigie I idéal

donc z- I
,

et poueil pour 5.



Exo8 : Soit p>e nombre premier et

Bp =Ga2/ae # 3

-
.

Montions
que 3x/x

**
1 = 07 = Ap.

* 5 : sia + Dp = ) 7b /a = b

=
a

= (b). Por le petit thm de Format,

b = 1
,

donc at
= 1

.
Donc a est une

racine de X-

* c : soit a #p
*

/ a =1. Le polynôme
E -- a exactement racines dans Fp

.

or
, Mp a Pelements (can l'app nx,

est a sujectif dans #
*

) .

Donc les racines sont exactement les elmts de Ap.

2 . - 1e Dp() p = 1 (mod4) .

↑ si p = ~ (mod4) = = Et est pai.

sit a #p un génératur. an.

Donc (-1)* = = = - 1 -> Dp .

* si p = 3 (mod4) = ' est impai =>



P- 1

( 1)= - =) - 14 Dp .

3 pEn(modu) => (P) CT[i] pas premier

· ci p = 1 (mody) =) -1
p

=> za
, beTh)

p = a + b2 = p = (a + ib)(a - ib) dans[i] .

Donc (p) = (a + ib)(a - ib) .

Comme TI] est un anneau principal,

(p) n'est pas premier can it et produit de deux

ideaux non triviaux.

4. p = 3 (mod4) = > (p)cXti) est maximal .

tis est un anneau principal enclidien
, avec

la name N(a + ib) = a2 + b22p = 3(mod4)

=> p n'est pas une somme de dex care's

done p reate irreductible dans [i].

donc (p) est undial maximal.



Exc : PeK[X]
, dep Pe Sa , 32

(i) si P admet une racine x K alors

P = (X - x)Q

=> Pirréductible
,

alors P = QR avec

deg &
, deg .R > o

=> de Q = 1 or degR = 1

(ii) On a vu en Cours
que

#[X]/p) est une #p-algèbre de

dimension n = degP ,
donc il

ya phelmb

Donc

#(x) =
22

= 4

(x+ X + 1)

0 + 0 + 1 = = (moda)

14 + 1 + 1 = 1 (moda)

↓

x + X + 1

n'admet pas de racines dans #2.


