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Introduction

Une partition d’un entier n est une suite décroissante d’entiers

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ am ≥ 1

telle que n = a1 + · · · + am. Par exemple, (4, 3, 3, 2, 1, 1, 1) est une partition de 15 =
4 + 3 + 3 + 2 + 1 + 1 + 1.

On note p(n) le nombre de partitions de l’entier n. Ainsi p(5) = 7 :

5 = 4 + 1

= 3 + 2

= 3 + 1 + 1

= 2 + 2 + 1

= 2 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Objectifs du TER

On propose d’étudier diverses propriétés relatives à p(n) avec des méthodes analy-
tiques et combinatoires.

1. Diagramme de Ferrer

Une partition peut être représentée par un diagramme, le diagramme de Ferrer. À
partir de ce diagramme, on peut démontrer de belles propriétés combinatoires.

2. Séries génératrices

Les séries génératrices jouent un rôle fondamental dans la théorie des partitions. La
série associée aux partitions est formellement définie par

F (x) =
+∞∑
n=1

p(n)xn.

Une première étape importante consistera à établir la formule d’Euler :

F (x) =

∞∏
m=1

1

1− xm
, |x| < 1.



3. Formule pentagonale d’Euler

On étudiera ensuite la formule pentagonale d’Euler, qui décrit les coefficients de la
série génératrice inverse de F :

∞∏
m=1

(1− xm) = 1 +
∞∑
n=1

a(n)xn.

On en déduira une formule de récurrence pour p(n), en en étudiant les preuves analy-
tiques et combinatoires.

4. Formule asymptotique

Hardy et Ramanujan ont établi en 1918 le comportement asymptotique de p(n) :

p(n) ∼ eπ
√

2n/3

4n
√
3

, n → ∞.

Dans ce TER, on se propose d’établir la version plus faible suivante :

lim
n→∞

log p(n)√
n

= π

√
2

3
.
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